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Eine klassische Feldtheorie fiir die innere Struktur des Elektrons

ErwiIN KASPER
Lehrstuhl fiir Theoretische Elektronenphysik der Universitat Tiibingen

(Z. Naturforsch. 25 a, 985—992 [1970] ; eingegangen am 20. Mirz 1970)

A Classical Field Theory Describing the Inner Structure of an Electron

A theory is given which permits a connection between an inner structure of an electron and the
motion of its center of mass obeying Dirac’s equation. In order to describe inner properties of the
particle a classical nonlinear spinor equation is derived from a Lagrangian. There exist rotational
symmetric solutions which are simultaneously finite, stationary, normalizable and strongly localisated,
and which yield the mass at rest, the spin and the magnetic moment of the particle in a correct
manner. Since these solutions are in contradiction to Heisenberg’s uncertainty principle the cal-
culated properties cannot be directly observed in the laboratory system. Therefore an eight-dimen-
sional configuration space is introduced containing the laboratory system and the center-of-mass-
system. In this space the wave equation is formulated as a nonlinear differential equation for a
spin tensor of second order. If the interaction with an external electromagnetic field is very weak
a separation of this tensor equation into the nonlinear spinor equation mentioned above and into
Dirac’s equation is possible. Observable quantities in the laboratory system can be obtained by in-
tegration over the inner coordinates.

1. Einleitung system, in welchem der Teilchenmittelpunkt ruht,
die Diracsche Theorie dagegen beschreibt die Be-
wegung des Teilchenmittelpunkts im Laborsystem.
In der beschriebenen achtdimensionalen Dynamik
laBt sich beides widerspruchsfrei vereinbaren, ob-
wohl die Bewegung des Teilchenmittelpunkts un-
scharf ist. Bei Wechselwirkung mit schwachen &uRe-
ren Feldern werden die Aussagen der Diracschen
Theorie voll beibehalten und durch die méglichen,
aber noch nicht vollstindigen Aussagen iiber die
innere Struktur des Elektrons erginzt.

In der Diracschen Theorie und auch in der darauf
aufbauenden Quantenelektrodynamik wird von einer
inneren Struktur des Elektrons abgesehen; die Frage
nach einer solchen Struktur kann durch das bekannte
Renormierungsverfahren! mit Erfolg umgangen
werden. Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, zu
zeigen, dal im Rahmen einer klassischen relativisti-
schen Feldtheorie der Gedanke einer endlichen Aus-
dehnung des Elektrons in verniinftiger und wider-
spruchsfreier Weise mit der Diracschen Theorie ver-
bunden werden kann. Die gewonnenen Aussagen
gelten fiir das ,,nackte* Teilchen, sie sind durch Aus-
sagen der Quantenelektrodynamik zu erginzen.

2. Allgemeine Eigenschaften eines nichtlinearen
freien Spinorfeldes

Zur Beschreibung der inneren Struktur wird in
den Abschnitten 2 und 3 eine nichtlineare Spinor-
gleichung aus einer Lagrange-Dichte abgeleitet und
teilweise gelost. Es gibt beschrénkte, stationdre, nor-
mierbare und zugleich stark lokalisierbare Losungen,
welche Spin, magnetisches Moment und Ruhenergie
eines freien nackten Teilchens richtig wiedergeben.
Da solche Losungen der Heisenbergschen Unscharfe-
relation widersprechen, wird in Abschnitt 4 gezeigt,
dal sich dieser Widerspruch durch Einfithrung eines
Spintensors und eines formalen achtdimensionalen
Konfigurationsraumes auflosen 1dBt. Die obigen
Aussagen beziehen sich auf ein gedachtes Bezugs-
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Die Wellengleichungen des Feldes werden aus
einer Lagrange-Dichte abgeleitet, welche im folgen-
den drei skalare Invarianten enthalten soll. In Ab-
schnitt 4 wird klar werden, daf} dies auch notwendig
ist, dafl also eine Lagrange-Dichte, die wie iiblich
nur zwei Invarianten enthilt, nicht ausreicht. Den
Rechnungen wird eine Metrik mit der Zeitkompo-
nente r;=ic? zugrunde gelegt; dabei werde der
dreidimensionale Ortsvektor mit 7, der vierdimen-
sionale mit X bezeichnet. Weiter seien oy, f, y; die
iiblichen Diracschen Matrizen. Der zu vy konjugiert
komplexe Spinor werde mit y* bezeichnet, der ad-

jungierte sei ip = y* f.

1 Siehe z. B. W. MACKE, Quanten und Relativitat, Akademi-
sche Verlagsgesellschaft, Leipzig 1963, S. 168 fi.
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Die einfachste skalare Invariante ist die Dichte-
funktion

’7('3‘) =17’(r,t) W(r,t)' (1)
Aus dem Vierervektor der Stromdichte,

J—icpyy, (2)

1aBt sich eine weitere Invariante der Dimension einer

Teilchendichte ableiten:

- 1 !z 1 1/2

== =[e- 5" (3)
Dabei ist 0 =vy" vy die tbliche, positiv definite Teil-
chendichte und j=cy*avy die dreidimensionale
Teilchenstromdichte. AuBler den Groflen 7 und

wird noch die Differentialinvariante
35
= ?Z ( Vi a:ck - az; Yk 'P) (4)

benotigt. Damit die Wellengleichungen Differential-
gleichungen erster Ordnung werden, muf} die La-
grange-Dichte in (2 linear sein; daher kann man
setzen:

L(£2,7,0) = -he[Q+x% (n+G(n,D)]. (5)

Dabei ist % =mgc/h. Die Funktion G(n,{) stellt
die nichtlineare Abweichung von der Lagrange-
Dichte der Dirac-Theorie dar, sie sei zunachst eine
beliebige, stetig differenzierbare Funktion. Es fol-
gen als Eulersche Gleichungen die beiden Differen-
tialgleichungen

(6)

Die weitere Auswertung liefert mit den Abkiirzun-

gen G,=0G/3n, G:=3G/3{ die Gleichungen:
= Sy i |

I.-?Zl ;k(u;r/‘ ct Gelx 1/") =-%2(1+6G,) v, (7)
. Ay [ % = N
B endne e

Hieraus folgt, daf} die Kontinuitatsgleichung

EIY 8 3o .
2 5o =15 +divj=0 (8)

k=1 a.rk t
erfiillt ist; ferner ergibt sich die Beziehung
L=myc*(nG,+{G:—G). (9)

Der Energieimpulstensor errechnet sich zu
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Jdy , 3y Ay 3}7{
7;3,A+3;k7,w Pk 3, “axiyk'/})

~Lo- (10)
Detaillierte Rechnungen zeigen, daB8 er divergenz-
frei ist. Dies ist auch leicht einzusehen, da es sich
hier um ein freies Feld handelt.

Weitere Vereinfachungen ergeben sich fiir ein
stationires Feld, das durch

w(1r,t) =y (r) exp(—iwt) (11)

definiert ist. Die 1. Wellengleichung in (7) reduziert
sich auf

Tye= "

a(V +iw) y=(Q—PB) y (12)
mit den Koeffizientenfunktionen
P=x%(1+G,), Q=q-— ’; Geo; (13)
q=%)‘, w:—gz.c:i.

Aus dem Energieimpulstensor folgt bei der iiblichen
Normierung fiir die Energiedichte des Feldes der
Ausdruck

e=Ty=hwo-L, (14)

wihrend sich fiir die Impulsdichte folgende Bezie-
hung ergibt:

h *
P=5al+y [w Vy—(Vy*) y]. (15)
Der dreidimensionale Spannungstensor ist von ge-
ringerer Bedeutung. Fiir das folgende ist nur we-
sentlich, da} wegen der Stationaritdt des Feldes und
der Divergenzfreiheit von (10) die Kraftdichte ver-

schwindet, so daf} das Feld stabil ist.

3. Ein rotationssymmetrisches Feldmodell

Im allgemeinen Fall ist die Integration der Wel-
lengleichung (7) bzw. (12) sehr kompliziert. Zu
weiteren, relativ einfachen Aussagen gelangt man
mit folgendem Losungsansatz in Kugelkoordinaten:

f(r) -cos 9
f(r) -sin & eiw

—ig(r)
0

w(r) =y(r,®, @) =S(r,9) (16)

Die Funktionen f(r), g(r), S(r,?) sind dabei reell.
Es folgen zunichst die Beziehungen:
=S (f+g%), n=S(f-¢5. Q7

Die Vektoren j(r), w(r), p(r) haben jeweils nur
eine Azimutalkomponente; es gilt fiir diese:
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jp=cUsind, w,=Krsind,

h

Pe= o (q U+ Szrﬁ)sinf). (18)

Die darin auftretenden Koeffizientenfunktionen sind:

U, 9) —=28fg, K(r,#) - - “5U. (19)
Die Invariante { errechnet sich zu
=Vo*—U?sin? 9. (20)

Die Wellengleichung (12) reduziert sich nun auf
folgendes einfachere Differentialgleichungssystem:

Frlpe L3 ikrfsintd— (P+Q) g, (20)
g diz g-gf- —Krgsin®d=(P-Q) f, (22)
9S/3%=4+Kr2Ssin29. (23)

Es ist f(r) eine ungerade Funktion, wahrend g(r)
gerade ist. Beim Vorliegen einer reguldren Losung
verschwindet folglich f(r) im Ursprung, wahrend
g(r) in seiner Umgebung konstant ist. Die Produkt-
zerlegung in (16) ist noch nicht eindeutig. Man
kann daher die Zusatzforderungen

[ S(r,9) sin®d9 =2, S(r,9)=Sr,n—9) (24)
0

stellen, die sich mit (21), (22), (23) vereinbaren
lassen. Da K(r,®) fiir kleine r beschrinkt bleibt
und gegen eine Konstante K, strebt, ergibt sich aus
(23) eine Entwicklung nach Legendre-Polynomen
von der Form

52(’.’ 0) &= Zoar(r) Pg,.(COS 19) 2 (25)
Dabei ist ay=1 und a,(r) =% K,r®. Wegen (24)
vereinfacht sich die Normierungsbedingung zu

[2(f(r) +¢%(r))dr=1. (26)

Wegen (25) ist die Dichteverteilung des Feldes nicht
nur rotationssymmetrisch in bezug auf die z-Achse
sondern auch spiegelsymmetrisch in Bezug auf die
z-y-Ebene.

Durch Auswertung des Integrals I=[rxp dr
folgt nach einigen partiellen Integrationen unter Ver-
wendung der Gln. (21), (22) und (23) sowie der
Normierungsbedingung (26) die Aussage I;=3k.
Dasselbe ergibt sich auch aus der Tatsache, da} nach
(16) y(r) eine Eigenfunktion des Drehimpulsope-
rators I; zum Eigenwert 3 & ist. Die obigen Formeln
beschreiben also ein Spin-}-Teilchen.
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Zur Bestimmung des magnetischen Moments wird
der iibliche Dipoltensor M(¥ eingefiihrt, seine Kom-
ponenten sind:

MR = —iug(Brivew—nou).  (27)
Dabei ist up=e#%/2 myc das Bohrsche Magneton;
e ist im folgenden positiv, die Ladung sei —e. Aus

(27) folgen fiir die elektrische Polarisation 3(® und
die Magnetisierung N die Beziehungen:

PO =ugUe,, M = ug(ncos? e, +osin? ey).
(28)

Die Vektoren e sind Einheitsvektoren in der durch
den Index gekennzeichneten Richtung. Das magneti-
sche Moment kann man am einfachsten durch das
Integral

m-— »2lc-f rxjo d3r+ [ M d3r (29)
definieren, wobei fiir die elektrische Stromdichte
jo= —e]j gelten soll. Setzt man in (29) fiir J)¢ den
Ausdruck M@ aus (28) ein, so erhilt man nicht
automatisch den Wert — up fiir die z-Komponente
von M. Man kann dies aber in einfacher Weise er-
reichen, wenn man den Dipoltensor folgendermalien
Lorentz-invariant modifiziert:

1 l ’ ’
Mj(x) = 3 MY (x) — 5 N(X) [ MR (x') d*%,

N=[3Sp{ /MO (x') d*a"}2]":. (30)

Unter d%2” ist das vierdimensionale Volumelement
d2’-dy’(ic) dt’ verstanden. Bei nichtkonvergentem
Integral ist ein endliches Integrationsvolumen zu
verwenden, dessen Grofe sich aus Zahler und Nen-
ner in (30) herauskiirzt. Die Definition (30) an
Stelle von (27) hat die Konsequenz, dal nunmehr
gilt:

P=31PO, M=31MO— Lugne,. (31)

Im Fall g=x=m,c/h gilt fir die Magnetisierung
bis auf unwichtige, zum integralen Moment m nichts
beitragende Glieder die interessante Beziehung:

M=~ 5 v L, (32)
wobei L der Operator des Bahndrehimpulses ist.
Die Definition (30) fiir den Dipoltensor ist nicht
die einzig mogliche zur Beschreibung des magneti-
schen Moments. Sie hat aber den wesentlichen Vor-
teil besonderer Einfachheit. Es ist zu beachten, daf}
sie stets zum richtigen Resultat fiihrt, gleichgiiltig
welche Funktion G (%, {) man in der Lagrange-Dichte
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(5) wabhlt. Dies hat den Vorteil, da} die Theorie in
bezug auf das magnetische Moment auch fiir das
Myon stimmen wiirde (sofern man von dessen In-
stabilitdt absieht). Bei geeigneter Wahl des Vorzei-
chens des Wurzelausdrucks NV in (30) erhilt man
sogar fir eine ebene Diracsche Welle ein verniinfti-
ges Resultat, nimlich M;;, =M. Das alles zeigt,
dal} (30) eine sinnvolle Definition darstellt.

Die nichtlineare Wellengleichung (7) geht dann
fiir sehr geringe Dichten (/% |—0, {—0) in die
Dirac-Gleichung iiber, wenn im Limes G,— 0, G:—0
gilt. Eine Analyse des Fernverhaltens der Lo-
sungen von (21), (22) zeigt dann, da} diese wie
(1/r) exp{ —V#2—q? r} abklingen. Demnach erhalt
man normierbare Losungen fir —»x<g<. Es ist
auch noch der Fall ¢ =x sinvoll; dann fallt namlich
f(r) asymptotisch wie r~2 ab und ¢g(r) je nach Wahl
der Funktion G(7,{) stirker als r~2, so dal man
auch in diesem Fall eine normierbare Lésung er-
halt; diese erfillt asymptotisch die Laplace-Glei-
chung.

Ein interessanter Fall ist der, daf} die Lagrange-
Dichte L gemill (9) verschwindet. Dann hat die
Gesamtenergie des Feldes nach (14) den Wert h w.
Mit dem Maximalwert von g, ¢ =% =mc/h , erhilt
man die Ruhenergie E = m, c2. Die hierfiir erforder-
liche Beziehung

60,8 =CG:+16,

ist fur jede lineare Funktion G erfiillt, wobei ins-
besondere G =0 auf die Dirac-Gleichung fiihrt.
Eine allgemeinere Klasse moglicher Funktionen ist

durch

(33)

G(n, &) =m H(C[n) (34)

definiert. Das Verhiltnis & = (/7 ist eine dimensions-
lose Funktion. Diese hat fir jede ebene Welle den
Wert 1, so dal man mit H(1) =0 den Anschlu} an
die Dirac-Theorie erreicht. Der Wert E =mgc? er-
gibt sich unabhingig von der speziellen Wahl der
Funktion H(£), sofern nur die zugehorige Wellen-
funktion beschrankt und normierbar ist. Die Ener-
gie ist durch ein Maximum ausgezeichnet, zu wel-
chem mit ¢ = » das schwichste asymptotische Abklin-
gen der Teilchendichte o(r) gehort. Durch Vertau-
schen der ersten beiden Komponenten in (16) mit
den letzten beiden erhilt man einen stabilen Zustand
mit der Energie E= —mgc? welchen man einem
Antiteilchen zuzuordnen hat.

Der erste Term £ G: in (33) laft sich als ein in-
ternes Kopplungsglied deuten. Man kann namlich
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formal einen Potential-Vierervektor A dadurch de-
finieren, dal} die linke Seite von (7) die gleiche Ge-
stalt wie bei der Dirac-Gleichung haben soll. Dann
mul} mit (34) gelten:
. mgy ¢
A= iV)=— e C@)
Aus (17) bis (20) folgt, daBl die dreidimensionalen
Vektoren j und grad { zueinander orthogonal sind.
Da das Feld stationar ist, ergibt sich aus der Diver-
genzfreiheit von j die von 9[. Weiterhin ergibt sich
dann, daB (35) der Lorentz-Konvention geniigt.
Durch Differentiation von (5) und durch Skalar-
multiplikation von (35) mit J unter Beachtung von
(3) verifiziert man:

= (C/C) AJ= %]A(SL/SI).) ::G;.

H(5)J. (35)

(36)

Der zweite Term # G, in (33) laBit sich nicht in so
einfacher Weise deuten. Eine weitere Beziehung folgt
noch durch Berechnung der Spur des Energieimpuls-
tensors. Mit der sich aus (21) und (22) ergeben-
den Gleichung

S (fg—fg) =Pn—-Q¢

+ (/) U+KrUsin?9 (37

folgt aus (10) nach einiger elementarer Rechnung
wegen (33), (13) und (5) die Beziehung

SpT=myc® (n+46G,+LG;) = —hcQ. (38)

Die in diesem Abschnitt abgeleiteten Gleichungen
reichen nicht zur volligen Bestimmung der inneren
Struktur eines Elektrons aus, insbesondere deshalb
nicht, weil keineswegs selbstverstandlich ist, dal}
man auf das innere Feld, sofern dieses tiberhaupt
rein elektromagnetischer Natur ist, die Maxwell-
Gleichungen anwenden kann. Die hier skizzierte
Theorie ist also noch recht unvollstindig, zumal die
Funktion H (&) noch vollig unbestimmt ist. Durch
geeignete Wahl von H (&) 1aBt sich ein Zustand kon-
struieren, welcher zugleich stationdr, normierbar
und iberall beschrankt ist. Dies lafit sich sicher er-
reichen, wenn H (&) geniigend viele frei verfiighare
skalare Parameter enthilt. Gleichung (7) wird da-
mit zu einem sehr komplizierten nichtlinearen Eigen-
wertproblem. Es konnte aber gezeigt werden, dal}
sich Spin, magnetisches Moment und Ruhenergie fiir
ein Elektron richtig ergeben, ohne daf} es notig ist,
Gl. (7) explizite zu losen. Die Theorie beschreibt
also die beobachtbaren Eigenschaften des ,,nackten
Teilchens richtig ohne jegliche Singularitit. Darin
liegt die Bedeutung der hier skizzierten Theorie.
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4. Beziehungen zur Schwerpunktshewegung
des Teilchens

Die Aussagen des Abschnitts 3 sollen, wie ein-
gangs erwihnt, die inneren Eigenschaften eines Teil-
chens (eines Elektrons) beschreiben. Es ist klar, dafl
diese nicht einfach mit den beobachtbaren &ufleren
Eigenschaften des Feldes identisch sind. Das geht
schon daraus hervor, dal man stark lokalisierte sta-
tionire Losungen der Energie £ = m c? konstruieren
kann, was mit der Heisenbergschen Unschirferela-
tion unvertrdglich ist. Es bleibt also noch die Auf-
gabe, zu zeigen, wie man das in den Abschnitten 2
und 3 behandelte Spinorfeld mit der im Laborsystem
giiltigen Dirac-Gleichung in Beziehung setzen kann.

Eine Moglichkeit der Deutung besteht darin, dal
man die Dichteverteilung | v (x) [2, welche die Dirac-
Gleichung liefert, als Wahrscheinlichkeitsverteilung
fiir den Schwerpunkt des Teilchens auffaB3t, wahrend
die rdaumliche Verteilung der inneren Struktur durch
einen zusitzlichen Faktor beschrieben wird, welcher
zu der Diracschen Theorie als verborgener Faktor
hinzutritt. Dieser Gedanke soll im folgenden be-
schrieben werden.

Es werden innere und duflere Groflen eingefiihrt
und durch obere Indizes i bzw. e unterschieden.
GroBen ohne oberen Index enthalten sowohl innere
als auch aullere Anteile; zur Unterscheidung von
gleichlautenden Symbolen in den Abschnitten 2 und
3 wird das Zeichen ~ gebraucht. Die Darstellung
der Theorie erfordert achtdimensionale Vektoren.
Der Ortsvektor lautet speziell :

X=(2y...25)= (%, x°), X'=(2;...24) (39)
= (2 ... 24), X= (T5... %) = (%" s:2).

Die Indizierung wird bei jedem anderen achtdimen-
sionalen Vektor analog durchgefiihrt. Auflerdem sol-
len Indizes, die von 1 bis 4 laufen, durch lateinische
Buchstaben gekennzeichnet sein, dagegen solche, die
von 1 bis 8 laufen, durch griechische. Uber doppelt
auftretende untere Indizes werde summiert. Da
Yi=7V5,---»72=7g gelten moge, erhalten Dirac-
Matrizen keine oberen Indizes. Ableitungen nach
den Ortskoordinaten werden durch das Symbol 3
oder in der iiblichen Weise mit unteren Indizes be-
zeichnet.

Der Vierervektor x° in (39) soll die Position des
Teilchenschwerpunkts im Laborsystem beschreiben,
der Vierervektor x' die Position eines beliebigen
Aufpunkts in einem Bezugssystem, in welchem fiir
den Schwerpunkt x' =0 gilt. Dieser Gedanke wider-
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spricht der iiblichen Quantentheorie, denn eine Lo-
rentz-Transformation, die das Laborsystem in das
Schwerpunktsystem iiberfithrt, kann nicht angege-
ben werden, weil die Schwerpunktsbewegung nicht
scharf definiert ist. Es ist daher sehr wesentlich, daf}
die nachfolgende Theorie so formuliert wird, daf}
eine solche Transformation gar nicht benétigt wird.
Es wird namlich darauf verzichtet, die innere Ver-
teilung im Laborsystem anzugeben. Die acht Ko-
ordinaten z;,...,2s werden als unabhingige Ver-
anderliche behandelt, was bei einem freien Teilchen
sicherlich erlaubt ist, weil bei diesem die innere
Dichteverteilung von der Schwerpunktsbewegung
unabhéngig ist.

Diesem Sachverhalt entspricht ein Produktansatz
fiir die Wellenfunktion:

2(%) =" (x) 0p° (%), 1 (%) =y (X)) P (x9),
1(x) =y (x°) 0 (%), 2w (%) =y (X°) i (%),

(40)
denn genau dann zerfallt die Wahrscheinlichkeits-
dichte in ein Produkt zweier unabhangiger Dichte-
funktionen:

o(x) = j%'ljk(x)lzzlwi () |ye(x) . (41)

Die Wellenfunktion ist jetzt ein Tensor 2. Stufe im
vierdimensionalen Spinorraum; durch das Symbol o
wird das dyadische Produkt zweier Spinoren be-
zeichnet. Gilt fiir jeden Spinor beim Wechsel des
Bezugssystems die Spinortransformation =S/,
so wird das Transformationsgesetz fiir einen Tensor
durch =Sy S definiert. Dabei ist die Spur des
Tensors eine Invariante. Die Beziehung zwischen
einem Tensor y und dem zu ihm adjungierten Ten-
sor 1 wird durch 7=/ y* 5 gegeben, wobei y* der
zu y hermitesch konjugierte Tensor ist.

Die Theorie wird zunéchst weitgehend analog zu
der des Abschnitts 2 formuliert, wobei nicht expli-
zite die Produktseparation des Tensors y benotigt
wird. Eine skalare Invariante ist die Grofle

T=Sp X X=Xk Xrj- (42)

Zwei Vierervektoren und ein achtdimensionaler Vek-
tor sind durch

Wi=icSp(xy ). B

We=icSp(xyz), W= (W, W) (43)
gegeben. Aus ihnen lassen sich weitere skalare In-
varianten konstruieren:

o[- L]t Eo[-L " e
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Da die Wellengleichung fiir 1° linear werden soll,
wird 5’ niét benutzt werden; es wird daher ver-
einfachend &' =7 gesetzt. Als Differentialinvariante
soll verwendet werden:

Q=§SP(X}’L QL —0h) 1 X}’L(ak~ak)x) (45)

Die Pfeile deuten an, welcher Faktor jeweils zu dif-
ferenzieren ist. Die Wechselwirkung mit dem Vierer-

Die Eulerschen Gleichungen hierzu,
ao (aL/axiklo)

ergeben nach einiger Rechnung:

3 (Ey) +3% (nX) =%Gi T+ 1 ALvid+ |,

— 3} () —

Man verifiziert die Kontinuitétsgleichung

3% (xy) =% Gy 1+ 5
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vektor eines duBeren elektromagnetischen Feldes
A°(x°) wird vereinfacht durch die Invariante

~

hel'=— A (x°) W§ (46)
beschrieben. Eine mogliche Lagrange-Funktion, die
jetzt die Dimension Energie-Lange™7 hat, lautet:

LQ,2,7,0) = -he(@+Q +%C 7,0). 47)

— 3L/dxjx» 3,(3L/3Zjn,) =5L/8;_c,-k (48)
c 17k Wi. (49)

ATk AR+ ~kak7, (50)

Setzt man nun den Produktansatz (40) in (49)
und (50) ein, so zeigt sich, daf} dieser genau dann

8 W= Wi +3i Wi=0,  (51) : iy .
zu einer exakten Separation fithrt, wenn gilt:
ferner die Beziehung . 7
s wuEs Aa s FoH(S) 7l (E
—hex(iC; +C6: —C).  (52) Cnd) =i H(5) =7 HE.  (3)
Man erhalt die Produktdarstellungen:
7=n'(x") 7° (xe), Wi=y(x%) J'(x), We=n'(x') J°(x), (54)
= (x7) O(x), E=Cfi=En. (55)
Es ergeben sich die Wellengleichungen:
7e( BE+ 45 4(x) Jwe(a) = —xye(x°), (56)
7l k= carey B b (6) ) wia) = —x(L+HE) —EH'(9) W), (57)

sowie die dazu adjungierten Gleichungen. Gl. (56)
ist die Dirac-Gleichung, (57) die in den Abschnit-
ten 2 und 3 behandelte nichtlineare Spinorgleichung
bei Giiltigkeit von (34). Damit ist der Anschluf} an
die dort behandelte Theorie gewonnen. Es zeigt sich
somit, dal die Bedingung (34), welche in besonders
einfacher Weise auf die Aussage E=mgc?
Schwerpunktsystem fiihrte, nicht nur aus diesem
Grunde zu postulieren ist, sondern dal} sie auch fiir
die Separation der Wellengleichung notwendig und
hinreichend ist. Dies ist eine sehr starke Stiitze der
hier behandelten Theorie. Da Gl. (34) die beiden
Invarianten (' und %' enthilt und auBerdem die
Differentialinvariante Q! zur Formulierung einer

im

Lagrange-Dichte benotigt wird, ist somit klar, daf}
die behandelte nichtlineare Spinortheorie mindestens
drei skalare Invarianten enthalten muf3.

Zur Berechnung des Energieimpulstensors wird
der achtdimensionale kanonische Tensor

6, oL Lo

sos Tt aor Twi—Lo.  (58)
eingefithrt, aus welchem zuniachst ein achtdimensio-
naler Energieimpulstensor durch Symmetrisierung
hervorgeht. Setzt man in diesen (40) ein und be-
ricksichtigt, dal L wegen (52) und (53) ver-
schwindet, so erhédlt man folgende Resultate fiir

J E=1,...,4:
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Ti=n°(x%) Thx (%7), Ty pra= —ni(20) T (x°),

(59)
Tikea= 3 (J5 (1) PL (x°) — P} (x) J§ (x°)) . (60)
Dabei sind T$% und T} die iiblichen vierdimensio-

nalen Energieimpulstensoren im Labor- und Schwer-
punktssystem. Die Grofen

i_ R A "y Bope(ds -3¢
Pi=5; §(3; -9 v', Pj=; 9°(3f —35) ¢°
(61)

sind die Komponenten der beiden Vierervektoren
der kanonischen Impulsdichte.

Physikalische Mefigrolen im Laborsystem erhilt
man, indem man in invarianter Weise iiber die in-
neren Koordinaten integriert:

1 . ) ) .
T5 (x°) = Nx'ij+4,k+4 dizt, Ni=—[yidi.

(62)

Bei divergenten Integralen ist ein endliches Integra-

tionsvolumen zu verwenden, dessen GroBle sich aus

Zahler und Nenner von (62) herauskiirzt. Gl. (62)

macht den Mittelwertcharakter des Tensors im La-
borsystem deutlich. Es ist interessant, dal} auch

Tik (8) = vo [ Tdiz®, Ne=[oediz® (63)

gilt, daB} also eine weitgehende Reziprozitdt zwischen
den beiden Bezugssystemen besteht. Der Tensor
(60) hat keine wesentliche Bedeutung, er soll hier
nicht weiter untersucht werden. Véllig analog zu
den Komponenten der Energieimpulstensoren lassen
sich auch die Stromdichtevektoren durch Integration
gewinnen:

Joae) = — o [Weddad, Ji(x) = o [Widiae.
(64)
Beide Vektoren sind divergenzfrei.

Die innere Konsistenz der hier skizzierten Theo-
rie zeigt sich darin, daB die GroBen J, T,‘L , welche
nicht direkt beobachtbar sind, in richtiger Weise
Teilcheneigenschaften beschreiben, welche in die
Wellengleichung fiir die Schwerpunkisbewegung
eingehen. So ergeben sich nach invarianter Integra-
tion iiber die inneren Koordinaten genau diejenigen
Werte fiir die Ruhenergie, den Spin und das magne-
tische Moment, die das Elektron im Schwerpunkts-
system haben sollte. Es zeigt sich, dal der Gedanke,
die innere Verteilung in Laborkoordinaten zu be-
schreiben, das einzige Hindernis gegen eine wider-
spruchsfreie Theorie ist. Gibt man ihn auf, so ge-
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langt man zu physikalisch sinnvollen Aussagen.
Diese Tatsache sowie die weitgehende Symmetrie
der Formeln des Abschnitts 4 lassen die Einfithrung
eines achtdimensionalen Raumes mit inneren und
aulleren Koordinaten verniinftig erscheinen.

Man kann die beiden Vierervektoren A und A
fir das innere bzw. duflere elektromagnetische Po-
tential zu einem achtdimensionalen Vektor

A= (A} A°)
zusammenfassen. Dabei beschreibt A°® gemal} (46)
die auflere elektromagnetische Wechselwirkung, wih-
rend A' gemiB (36) auf einen Teil der inneren
Selbstwechselwirkung fithrt. Die achtdimensionale
Symmetrie kommt in den Formeln

e, 3L _
cA=— S, 8.4,=0 (65)

zum Ausdruck. Der Ausdruck (46) stellt sicherlich
eine Vereinfachung des elektromagnetischen Wech-
selwirkungsterms dar, da in ihm die dulere Wechsel-
wirkung im Schwerpunkt x¢ lokalisiert ist und die
innere Struktur des Teilchens nicht wesentlich ist.
Diese Vereinfachung ist sinnvoll, wenn die Feld-
stairken des dufleren Feldes im Vergleich zu denen
des inneren vernachldssigbar klein sind. Dann ist
die innere Struktur praktisch nicht durch das duflere
Feld beeinfluit; d. h. die Produktseparation (40),
die zur volligen Entkoppelung von (56) und (57)
fiihrt, ist erlaubt.

Diese Naherung trifft fiir alle makroskopischen
dulleren Felder sowie fiir alle bei niederenergeti-
schen TeilchenstoBBen wirksamen Felder zu, so dal3
hier eine véllig widerspruchsfreie Theorie gefunden
ist. Bei hochenergetischen Teilchenst6Ben hat der
Wechselwirkungsterm (46) und damit die Lagrange-
Funktion ein kompliziertere Gestalt. Dann ist der
Produktansatz (40) nicht mehr erlaubt, der Spin-
tensor ist von wesentlich allgemeinerer Form. Die
inneren Koordinaten z;' werden dann nicht mehr
lediglich verborgene Parameter sein. An Stelle von
(47) kann man von der allgemeineren Lagrange-
Funktion

e —hc?)—moczi(ﬁ,wi,Wﬂl’) (66)

ausgehen, in welcher T eine beliebige skalarwertige
Lorentz-invariante Funktion ihrer Argumente ist.
Durch 7°¢ sollen die Groflen des duBeren Feldes be-
zeichnet sein, welche fiir die Wechselwirkung mit
dem Spinorfeld von Bedeutung sind. An Stelle von
(49) und (50) ergeben sich dann die allgemeineren
Wellengleichungen
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Man verifiziert, dal} auch aus diesen Gleichungen
die Kontinuitétsgleichung (51) folgt, daf} also (51)
nicht etwa speziell nur eine Folge des Separations-
ansatzes (40) und der darauf aufbauenden Schliisse
ist. Statt (52) erhélt man nun

~ . oF i oF 3F ~
L=m002(1] 35 +VWispr +Wisps _F). (68)

Durch geeignete Wahl der Funktion F wird man
sehr komplizierte nichtlineare Wechselwirkungen be-
schreiben konnen, ohne dall Divergenzen auftreten.

G.JANZEN, F. MOSER UND E. RAUCHLE

(67)

Es ist klar, daf} eine so verallgemeinerte nichtlineare
Theorie mit einem Spintensor und einem achtdimen-
sionalen Konfigurationsraum wesentlich mehr Spiel-
raum besitzt als eine nichtlineare Theorie mit einem
Spinvektor und einem vierdimensionalen Konfigu-
rationsraum. Daher ist es durchaus denkbar, daf}
die hier dargelegte Theorie nach weiterer Vervoll-
stindigung, insbesondere durch Hinzunahme der
Feldquantisierung und Einbau in die Quantenelek-
trodynamik sehr erfolgreich sein konnte.

Instabilitit der positiven Siule endlicher Linge im magnetischen Feld

G. JANZEN
Institut fiir Gasentladungen und Photoelektronik der Universitat Stuttgart

F.MoseR und E. RAUCHLE
Institut fiir Plasmaforschung der Universitdt Stuttgart

(Z. Naturforsch. 25 a, 992—1006 [1970] ; eingegangen am 21. Dezember 1969)

Instability of the Positive Column of Finite Length in a Magnetic Field

The instability of a diffusion-dominated positive column of a gas discharge in a longitudinal
magnetic field is investigated both experimentally and theoretically. Dispersion relations are derived
for the case of an m=1 helical instability considering the finite length of the column. Regions of in-
stability are calculated for various wavelengths of the instability.

Experiments were carried out in a positive column of variable length, ranging from 8.5 to 40 cm,

at varying pressures of about 0.1 Torr of Neon.

There is a satisfactory agreement between theory and experiments. The main results are:
a) in long tubes instability occurs at a distinct magnetic field, calculated first by Kadomtsev and
Nedospasov. Stable intermediate regions are possible at higher fields depending on the relations be-

tween the plasma-parameters;

b) in short tubes the column is stable again for higher magnetic fields;
c) in very short tubes there is no instability of this kind.
The observed frequency spectrum agrees with the theoretical values.

Das Plasma der positiven Sédule einer Nieder-
druck-Gasentladung ist ein geeignetes Medium, um
Diffusionsinstabilititen zu untersuchen, die bei in-
homogenen Dichteverteilungen auftreten.

Befindet sich die positive Sdule in einem duferen
Léangsmagnetfeld B, so wird die radiale Diffusion
reduziert, was zu einer Verringerung der elektri-

Sonderdruckanforderungen an Dipl.-Math. F. MOSEgR, Insti-
tut fiir Plasmaforschung der Universitdt Stuttgart, D-7000
Stuttgart 80, Pfaffenwaldring 31.

schen Lingsfeldstirke £ der Entladung fithrt !. Eine
Abweichung von diesem Verhalten, ndmlich ein An-
stieg der elektrischen Feldstirke, tritt ab einer be-
stimmten kritischen Magnetfeldstarke B, auf. Dies
wurde insbesondere von HOH und LEHNERT 2 be-
obachtet und diskutiert. Ahnliche Untersuchungen
wurden in grofler Zahl durchgefiihrt. Eine ausfiihr-

1 R. I. BiIcKERTON u. A. v. ENGEL, Proc. Phys. Soc. London
B 69, 468 [1956].

2 F. C. HoH u. B. LEHNERT, Proc. of the Fourth Int. Conf.
on Ionization Phenomena in Gases, Uppsala 1959, Report
ITI b, 25.



